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1 Uvodni dio

1.1 Prikazivanje brojeva u racunalu

Neka je 8 baza brojenog sustava koje koristi racunalo. Neki realni broj z, x # 0,
prikazujemo u rac¢unalu u obliku:

x=o(.a1az...a:)s - 8%,

gdje je
e 0 =+1 - predznak,
e 0<a; <p—1, (.aaz...a;)3 nazivamo mantisa
e t - broj mjesta za prikaz mantise.
e ¢ c Z - eksponent.
Broj = je zapisan u normaliziranom obliku ako je ay # 0.

Pretpostavimo da je enin < € < émaz. Time je odreden raspon prikazivih

brojeva u racunalu.
e Najmanji prikazivi broj je
Tpmin = (10...0)gB%min = gemin=l 5 (),
e Najvedi prikazivi broj je, uz oznaku v = — 1,

Tmazx = (77 cee 7)5ﬂemax'

e Nula se prikazuje sa
0.1.pemin=1 > 0.

Neka fi(z) oznacava reprezentaciju nekog broja z u racunalu. Ako je prikaz
broja x u bazi § dan sa

r=o(.a1az...ata¢41...)3 - 5%,

uz pretpostavke da je a1 # 01 emin < € < emaz, tada fl(z) mozemo odrediti

na dva nacina:

e metoda rezanja:
fl(z) =o(araz...a)p - B¢,

e metoda zaokruZivanja:

fl(z) = { o(.aras...a)p - B¢, 0 < agpr < B/2
of(araz...ar)g +(.0...01)g]- B¢, B/2 < app1 < B



Mi ¢emo koristiti gornju definiciju za zaokruzivanje brojeva. U praksi se za
graniéni slucaj kada je ary1 = /2 1ia; = 0, za j > t + 2, koristi takozvano
zaokruzivanje na parno. Pri zaokruzivanju na parno zaokruzujemo na vise ako
je a; neparan (npr. 3.5 zaokruzujemo na 4), odnosno na nize ako je a; paran (
2.5 zaokruzujemo na 2).

Opcenito je fl(x) # x, stoga moramo promatrati koliku pogresku napravimo
prikazujuéi broj u racunalu. Imamo dvije vrste gresaka:

e apsolutnu pogresku - |x — fl(x)]
o relativnu pogresku - € = |(z — fl(x))/x]
Vrijede slijedece tvrdnje

1. ako fl(x) dobijemo metodom rezanja tada je

0<e<p

2. ako fl(x) dobijemo metodom zaokruzivanja tada je

757#‘,»1/2 S c § /87154»1/2'

1.2 Tocnost prikaza realnih brojeva
Kazemo da je § tocnost stroja ako vrijedi:

e ) > 0, realan broj,

e 0 je najmanji broj sa svojstvom da je fI(1+4) > 1.
Iz definicije tocnosti stroja slijedi da za bilo koji 0 < d1 < 6 vrijedi fI(1+61) = 1,
tj. u racunalu su brojevi 1 + 41 i 1 predstavljaju isti broj.

Toc¢nost stroja je definirana sa

5— Chany ako se fl(x) definira metodom rezanja,
T B7tL/2,  ako se fl(x) definira metodom zaokruzivanja.

Prilikom ra¢unanja moze se dogoditi da rezultat operacije x izade iz opsega
prikazivih brojeva. Pri tome razlikujemo dva slucaja:

e || > Zymaz, kazemo da je nastupio overflow. Racunalo najcesée javlja
pogresku i zaustavlja rad programa,

e 0 < |z| < Tpmin, kaZemo da je nastupio underflow. Raéunalo najcesée
postavlja fl(x) na 0 i nastavlja rad programa.

Nekaje f =10, zp = (.a1...a¢...)gB° prava vrijednost iz, = (b1 ...bs...)g53°
aproksimativna vrijednost. Kazemo da x, ima m znacajnih znamenaka ako za
apsolutnu pogresku vrijedi

|zp — xa| < B/Z-ﬁe*mfl.

Primjeri:



e a)z, =1/3, o, = 8.333, |z, — .| = 0.00033. ... Kako je pogceska manja
od 5 u 4. znamenci vidimo da x, ima 3 znacajne znamenke.

o b) x, = 23.436, x, = 23.494, |z, — x| = 0.062. U normaliziranom obliku
je z, = 0.23476 - 102, 2, = 0.23494 - 102 i |z, — 74| = 0.8 - 10~2. Kako
jee=21ilz, — x| <5-1072 =5-1027*"1 zakljutujemo da je m = 4,
odnosno da imamo 4 znacajne znamenke.

e ¢) z, = 0.02138, z, = 0.02144, |z, — .| = 0.00006. U normaliziranom
obliku je x, = 0.2318 - 1071, 2, = 0.2144- 1071 i |zp — za| = 0.6 - 1274,
Kako je e = —11i|zp, — x| <5-107* = 510717271 zakljuéujemo da je
m = 2, odnosno da imamo 2 znacajne znamenke.

Za racunanje znacajnih znamenki ponekad se koristi i relativna pogreska:
ako je
|(@p — za)/ap| <5-107"71
onda z, ima m znacajnih znamenaka s obzirom na x,. Uvjet da z, ima m
znacajnih znamenaka s obzirom na x, je samo dovoljan, ali ne i nuzan uvjet da
Z, ima m znacajnih znamenki. Pogledajmo to na primjerima a) i b).

e U primjeru a) je
[(zp — 24a)/2p] = 9.99-107* <5107
iz ¢ega slijedi da je m = 2, ali smo ve¢ prije vidjeli da je m = 3.
e u primjeru b) je
|(xp — 24)/2p| = 8.512087164- 107> < 5.107*

iz ¢ega slijedi da je m = 3, ali smo ve¢ prije vidjeli da je m = 4.

1.3 Prikaz brojeva u IEEE standardu

Jedan od najpoznatijih standarda za prikaz brojeva u racunalu je IEEE stan-
dard. Osim 8to omogucuje prikaz realnih brojeva, sadrzi i prikaz nekih vri-
jednosti koje nisu numerickog tipa. Tako ¢emo u slucaju da pri rac¢unanju
nekog aritmetickog izraza nastupi overflow dobiti kao rezultat +INF ili -INF,
koji simboliziraju £o00. Ako pokuSamo izvaditi logaritam iz negativnog broja ili
probamo izra¢unati izraz oblika 0/0 dobiti éemo rezultat NaN (not a number),
a program se nece zaustaviti.

U slijedecoj tablici dajemo prikaz brojeva prema IEEE standardu. Opcenito
se prikaz broja x sastoji od uredene trojke o,m i e (predznak, mantisa i ekspo-
nent).

Eksponent (e) | Mantisa (m) Vrijednost
emin < € < emaz bilo sto o-1m-2°
e = emin — 1 m=0 o - 0(£0)
e =€min — 1 m # 0 o-0.m
€= €mas +1 m=20 o INF (£ INF)
e = €maz +1 m # 0 NaN




Prikaz broja moze biti u dvije tocnosti, jednostrukoj (single) i dvostrukoj
(double), koje se razlikuju po broju mjesta koje se koriste za prikaz broja. Os-
novni podaci za obje to¢nosti dani su u slijedeé¢o]j tablici.

Jednostruka | Dvostruka
broj bitova za predznak 1 1
broj bitova za mantisu 23 52
broj bitova za eksponent 8 11
ukupno bitova za prikaz 32 64
€min -126 -1022
€maz 127 1023




Aproksimacija funkcija

Motivacija: Treba racunati vrijednost funkcije f u nizu tocaka = € [a,b], no
ra¢unanje f(x) traje dugo. Ako nam nije potrebna prevelika toénost, onda
je neracionalno potrositi kompjutersko vrijeme na racunanje to¢nih vrijednosti
(npr. ako racunamo dimenzije potrebne u strojarstvu koje su dane u milimetrima,
stvarno nije potrebno pretjerivati u broju to¢nih decimala). Stoga je ideja da
funkeiju f zamijenimo nekom funkcijom g koja je bliska f na [a, b] i koja se lako
racuna. Kazemo da je g aproksimacija funkcije f.

Prilikom apoksimacija mozemo koristiti nekoliko kriterija. Mi ¢emo naprav-
iti dva: kriterij interpolacije i kriterij najmanjih kvadrata.

Za aproksimaciju se ¢esto koriste slijedeé¢e funkcije:

e polinomi

po dijelovima polinomi (splineovi)
e racionalne funkcije

e trigonometrijski polinomi (sin(nz), cos(nz), Fourierovi redovi).

2 Interpolacija polinomom

Polinomi su izrazito pogodni za racunanje zbog Hornerove sheme, algoritma
koji omogucuje brzo racunanje polinoma u tocki. Neka nam je zadan polinom
p(x) = Y p_, arx®. Hornerova shema dana je slijede¢im algoritmom:

Algoritam: Hornerova shema

S =an
zai=n—1,...,0 radi
S=8-x+a;

kraj
p(z) =s

U Hornerovoj shemi za racunanje vrijednosti polinoma u jednoj tocki trebamo
ukupno n mnozenja i n zbrajanja.

Objasnimo sada $to je kriterij interpolacije. Funkciju g odredujemo tako
da se njene vrijednosti poklapaju s vrijednostima funkcije f u nekim tockama
X0y L1y .-, Ty € [a,b], tj. vrijedi g(z;) = f(z:), i =0,...,n. Broj tocaka se bira
tako da se funkcija g moze jedinstveno odrediti. Primjetimo da smo ovdje prvo
odredili prostor iz kojeg funkcija g dolazi (npr. prostor polinoma stupnja 4), a
tek onda odredili broj i razmjestaj tocaka x;.

U praksi je ¢est i sluc¢aj kada imamo zadan niz tocaka (z;,y;), i = 0,...,n,
koje mogu predstavljati rezultate nekog mjerenja, i mi zelimo naéi funkciju g
koji prolazi kroz sve te tocke, tj. zadovoljava g(x;) = y;.



Znamo da za odredivanje polinoma stupnja n trebamo imati n + 1 nezavisan
uvjet pa se problem interpolacije polinomom definira na slijedeé¢i nacin:

Problem interpolacije polinomom: Neka su zadane tocke (x;,y;), i =
0,...,n. Naéi polinom p(x) = p,(x) stupnja n uz uvjet da je

pn(xz) :f(.%‘), 1=0,...,n.

Ukoliko vrijedi z; # x;, za ¢ # j, tada interpolacijski polinom postoji i jedin-
stven je. No, kako u prostoru polinoma postoje razli¢ite baze (vidi. Linearna
algebra 1,2) postoje razli¢iti prikazi interpolacijskog polinoma. Mi razlikujemo
tri prikaza:

e Prikaz u standardnoj bazi
e Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

e Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

2.1 Prikaz interpolacijskog polinoma u standardnoj bazi

Standardna baza u prostoru polinoma

Pn=A{p: plz) = Zak:nk,ai R}

k=0
je dana funkcijama {1,z,...,2"}. Problem nalaZenja polinoma p € P, koji
prolazi kroz tocke (x;,y;), ¢ = 0,...,n, odnosno njegovih koeficijenata a;, se

svodi na rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi
1 .
p(xi) =y © a0+ a1z + -+ ap12] Fanxl =y, =0,...,n

Jer je determinanta tog sustava Vandermondeova determinanta, koja je uvijek
razlicita od 0, za x; # x;, ¢ # j, zakljucujemo da je sustav rjesiv i da ima
jedinstveno rjesenje.

Ovaj nacin nije od neke koristi prilikom rjesavanja standardnog problema

ristiti.
Primjer 1: Nadite interpolacijski polinom stupnja 2 koji prolazi tockama (—1, 3),

(1,5) i (2,0).

Rjesenje:  Trazimo polinom p(x) = ag + a1z + azx?. Za odredivanje njegovih
koeficijenata trebamo rijesiti sustav

p(—1)=3 ap— a1 +azx =3
p(1)=5 & agtaptay=5
p(2)=0 ap +2a; +4as; =0

Rjesenja danog sustava su

a0:6a 7a1:1; a2:72a



pa je trazeni interpolacijski polinom

p(z) =6+ x — 2272,

2.2 Lagrangeov interpolacijski polinom (LIP)

Prethodni postupak je bio problemati¢an zbog toga Sto je za odredivanje koefici-
jenata interpolacijskog polinoma bilo potrebno rjesiti sustav. Za lakse odredivanje
interpolacijskog polinoma potrebno je promijeniti bazu prostora P,,.

Neka su nam ponovo zadane tocke (x;,y;), ¢ = 0,...,n. Definiramo polinome
li € Pp,1=0,...,n, sa

li(z) = H x-_ Ij. _ Wz(x) :

7=0
a w;(x) sa
ww) = [ @-xy=22
j=0 ’
J#i

Za polinome [; vrijedi
li(zj):éij, i,j:O,...,n,

pa polinom p koji rjesava problem interpolacije mozemo zapisati kao

Zadatak 1: Dokazite da prethodno definirani polinomi l;, ¢ine bazu za prostor
P

Ovako zapisan p nazivamo Lagrangeov interpolacijski polinom, mada bi pre-
cizniji naziv bio Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma, jer je interpolacijski
polinom jedinstven.

Primjer 2: Nadite Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma stupnja 2 koji
prolazi tockama (—1,3), (1,5) i (2,0).



Rjesenje:  Prvo definiramo polinome [;. Imamo redom

(x—=1)(z—-2) 22 — 3z +2

@) = S-pci-y - 6
)(z—2 222
() (z+ 1) (z )::E x ’
(14+1)(1-2) —2
N(z—1 2.1
@ — EFDE-D a1
2+1)2-1) 3
pa je trazeni interpolacijski polinom
2 _ 2 2 _ _92 271
p(z) = 32 zz+ 452 _g; +ox3 — 64— 222,

§to smo ve¢ imali. Primjetimo da je najvedi problem kod Lagrangeova oblika
sporost racunanja, osim ako ga ne prebacimo u standardnu bazu, (ili barem
polinome [; prikazemo u standardnoj bazi) A

Zadatak 2: Odredite broj operacija potreban za racunanje vrijednosti Lagrangeovog
oblika interpolacijskog polinoma u tocki x.

Rjesenje: Interpolacijski polinom u Lagrangeovom obliku za tocke (z;,y;)
moze se zapisati kao

n n n
T —x;
= ili(w) = ; !
p(z) > wilit) =3 v ] P
1=0 1=0 =0
J
J#Fi
~  wi(z)
Yi 1
e "
Vidimo da o tocki = ne ovise koeficijenti
Yi
A= ,
wi(z;)

pa ih mozemo unaprijed izracunati i pamtiti. Koliko nam operacija treba za to?
Ukoliko sa A oznacimo broj aditivnih operacija (zbrajanje i oduzimanje), a sa
M broj multiplikativnih operacija (mnozenje i dijeljenje) tada imamo slijede¢u
racunicu:

e Jer je
n

wi(z;) = H (zi — ;),

J=0
JF#i
za racunanje w;(z;) treba nam
n A .
(n—1)M  Operacija

10



e Za rac¢unanje jednog y;/w;(x;) treba nam 1 M operacija

e Za raCunanje svih A; treba nam ukupno

(n+1n A

(Tl + 1)[(” - 1) + 1] M = (n + ]_)n M Operacija

Ako smo zapamtili A; za racunanje p(x) trebamo izra¢unati

=0

e Za rac¢unanje w;(z) trebamo

n A

(n—1) M operacija,

e za raCunanje sume
n
i=0
treba nam jos

n A

(n+1) M operacija,

e sve skupa nam je za ra¢unanje p(x) potrebno

m+1)n+nA=nn+2)A

m+Dn—-1)+m+1)M=n(n+1) M operacija

Iz prethodnog zaklju¢ujemo da je racunanje p,, () prema formuli (1) neekonomiéno
jer nam je broj operacija proporcionalan sa kvadratom broja ¢vorova, ¢ak i ako
izuzmemo racunanje dijela koji nije ovisan o tocki x nego samo o ¢vorovima x;.

Koji je razlog neekonomiénosti? Glavni problem lezi u tome to kad ra¢unamo
w;(x) neka mnozenja ponavljamo n 4+ 1 puta. Stoga ¢emo w;(x) zapisati kao

w(x)

wil@) r—xz;
K]

pa se racunanje p,(z) svodi na rac¢unanje prema formuli

b s wl) NS e S 1
pn(z) ;ylwi(xi) ;yl(x—zi)wi(xi) ( );wi(xz)xf:cz
N W(I)Z:Eihx (2)
i=0 i

Mana gornje formule je §to trebamo provjeravati da « nije jedan od ¢vorova (u
tom slu¢aju imamo dijeljenje s 0).

Za racunanje p(x) pomocu formule (2) treba nam (uz pretpostavku da su A;
izrac¢unati veé prije)

11



e 1 Ail M operaciju za racunanje svakog A;/(x — x;),
e n A operacija za zbrajanje svih A;/(z — x;),
e n Min+1 A operacija za ratunanje w(x) i

e 1 M operacija za mnozenje w(x) i sume svih 4;/(x — ;).

Kada se to sve zbroji vidimo da je za racunanje p(z) prema formuli (2) potrebno

n+l4+n+n+1A=3n+2A

n+l4n+1M=2m42M OPrAUR

Gornji broj je znatno manji od broja operacija potrebnog za racunanje p(z)
prema formuli (2).

Ukoliko je i ovo previse operacije kao npr. u sluc¢aju kada treba izracunati
p(z) u puno tocaka z, tada ¢emo p zapisati u standardnoj bazi i racunati prema
Hornerovoj shemi. A

2.3 Newtonov interpolacijski polinom (NIP)

Neka su nam zadane tocke (z;,y;), i = 0,...,n. Newtonov interpolacijski poli-
nom (odnosno Newtonov oblik interpolacijskog polinoma) za zadane ¢vorove dan
je sa

p(z) = flxo] + Zf[xo, ool — o) - (T — Tim1).
i=1
Brojeve f[xo,...,x;] nazivamo podijeljene razlike.

Primjetimo da je ovdje zapravo rije¢ o prikazu polinoma iz prostora P, u
bazi

{1, @ — 20), (& — o)z —2),- .., [ (& — 2)).

k=0
Zadatak 3: Dokazite da je skup polinoma
n—1
{1, (x — o), (x — xo)(x — 1), ..., H (x —xp)}
k=0

baza u prostoru Pp,.

Definicija: Podijeljena razlika nultog reda u ¢voru x; dana je sa

flesl = f(z) =y, i=0,...,n.

Podijeljena razlika k-tog reda (k > 1) dobiva se iz podijeljenih razlika (k—1)-og
reda formulom

flwivr, - mipn] = flog, oo win ]
Titk — T4

f[xia"'a'riJrk] =

zak=1,...,nit=0,...,n—k.

12



Podijeljene razlike najlakse odredujemo pomocu tablice podijeljenih razlika.
U donjoj tablici je dan primjer za slucaj n =4

i 0 1 2 3 4
Z;

o flzo]
f[anIl]

T flz1] flwo, 21, 72]
f[xlﬂZQ] f[l’o,lﬂl,l‘g,lB]

x2 f[l'Q] f[l'l,l’g,l’3] f[x0,$1,$2,x3,l'4]
f[302,I3] f[301,I273037304]

xz | fles] flw2, x5, 4]
flws, x4]

T4 flz4]

Primjer 3: Nadite Newtonov oblik interpolacijskog polinoma stupnja 2 koji
prolazi tockama (—1,3), (1,5) i (2,0).

Rjesenje:  Formiramo tablicu podijeljenih razlika:

i 0 1 2
Ly
-1 3
1
1 ) -2
)
2 0

pa je interpolacijski polinom dan sa
p(x)=3+1-(x+1)—2(x+1)(x—1).

Primjetimo da Newtonov oblik interpolacijskog polinoma ne moramo prikazivati
u standardnoj bazi, jer se racunanje i u tom obliku moze provesti algoritmom
slicnom Hornerovoj shemi, podjednako brzim. A

Primjer 4: Primjetite da u proslom primjeru smo mogli naci interpolacijski
polinom i da smo isli po “donjoj” strani tablice podijeljenih razlika. U tom
sluc¢aju bi interpolacijski polinom bio oblika

p(x) =0-5(x—2)—2(z—2)(z —1).

Zadatak 4: Odredite broj operacija potreban za racunanje vrijednosti Newtonovog
oblika interpolacijskog polinoma u tocki x.

Rjesenje:  Za racunanje vrijednosti Newtonovog interpolacijskog polinoma p
u nekoj tocki x koristimo algoritam analogan Hornerovom algoritmu.

13



Algoritam: Hornerova shema za raCunanje vrijednosti NIP-a

s= flxo,. .., Zn]

zai=n—1,...,0 radi
s=s(x—x;)+ flzo, ...,z

kraj

p(z) =s

Gornji algoritam ima 2n A i n M operacija $to je bolje od oba algoritma za
racunanje vrijednosti Lagrangeovog interpolacijskog polinoma u tocki. Takoder,
gornji algoritam nema problema s rac¢unanjem vrijednosti p,, (x) ukoliko je x neki
od ¢&vorova.

Kao i brojevi A; kod Lagrangeovog interpolacijskog polinoma, tako i podijel-
jene razlike kod Newtonovog interpolacijskog polinoma ne ovise o x, nego samo
o zadanim ¢vorovima.

Da bi izra¢unali tablicu podijeljenih razlika treba nam 2 A i 1 M operacija
za racunanje jedne podijeljene razlike k-tog reda (k > 1). Kako takvih podijel-
jenih razlika ima n(n 4+ 1)/2, zaklju¢ujemo da nam je za izracunavanje tablice
podijeljenih razlika potrebno

nin+1) A

n(n+1)/2 M operacija,

Sto je manje nego za slucaj izra¢unavanja brojeva A; kod Lagrangeovog in-
terpolacijskog polinoma. Zaklju¢ujemo da je Newtonov oblik interpolacijskog
polinoma pogodniji za rac¢unanje od Lagrangeovog oblika. A

2.4 Pogreska interpolacije

Kada imamo problem interpolacije u kojima su nam vrijednosti ordinate zadanih
tocaka rezultati nekih mjerenja, ra¢unanje pogreske nema smisla (mada tu
moze biti zanimljivo gledati neka druga svojstva tako dobijenih polinoma, npr.
monotonost ili konveksnost). S druge strane, ako vrijednosti ordinate predstavl-
jaju vrijednosti funkcije f koju aproksimiramo (tj. y; = f(;)), onda mozemo
naéi i ocijeniti pogresku koja nastaje kada funkciju f aproksimiramo njenim
intepolacijskim polinomom p.

Neka je f € C+t1)([a,b]). Funkciju f interpoliramo polinomom p € P,, za
kojeg vrijedi p(z;) = f(x:), gdie su zo, a1, .., T,
a<xzg<a1 < <z <,
neke unaprijed odredene tocke. Tada je prava greska interpolacije u nekoj tocki
x € [xg, z,] dana sa e(x) = |f(x) — p(x)|. Za pravu gresku interpolacije vrijedi

n

H(:cf:cz)

1£) = pla)l = =y

‘f(nJrl)(g) , 1,€ € (0, 70),
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iz ¢ega slijedi ocjena lokalne pogreske interpolacije

H(ac —z;)
|f(x) = p(z)| < %Mnﬂ(f), (3)

gdje je

Muia(f) = max [f"FD(g)].
ge(x()axn)

Pogresku interpolacije na cijelom intervalu [zg, 2,] zovemo jo$ i uniformna
pogreska. Dobijamo je tako da nademo maksimum pogreske interpolacije za
svaku tocku z,

n

H(:cf:cz)

_ _ li=o Ve(n+1) ‘
max €T T)| = max )l
s 1) = pla)| = xS £ E,)

pri ¢emu je &, € [xg,x,] 1 ovisi o . Naravno, ovo je tesko za izracunati, pa se
stoga, koristec¢ i (3), dobija ocjena pogreske interpolacije na cijelom intervalu:

w(xoy ..., xn)
s 17(0) = pla) < [S0t g ) (@
gdje je
w(zg,...,xn) = max (r—xp) (x—x1) - (x — xpn).

z€[T0,Tn)
Primjetimo da se u ocjenama pogreske pojavljuju dva faktora
e w(xg,...,Tn), koji ovisi islju¢ivo o évorovima mreze i

o M,1(f), koji ovisi o funkciji koju interpoliramo.

Iz toga slijedi da se manja pogreska ne mora nuzno dobiti s povecavanjem
broja ¢vorova.

Zadatak 5: Nadite interpolacijski polinom p stupnja 2 za funkciju

f(@) =In(1 + )
sa ¢vorovima interpolacije 0, 1 7 3. Nadite p(2), pravu pogresku interpolacije
u tocki 2 i ocjenu pogreske interpolacije u tocki 2 i uniformnu ocjenu pogreske

interpolacije.

Rjesenje:  Interpolacijski polinom p prikazat ¢emo u Newtonovom obliku:

i 0 1 2
T
0 0
In2
1 In2 —In2/6
In2/2
3 In4
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pa je interpolacijski polinom dan sa
p(z) =In2z — hl%ac(x —1).
Prava pogreska u tocki 2 je
[f(2) —p(2)] =|In3 — gln2| = 0.056633.
Da bi nasli ocjenu pogreske, trebamo naéi f®) i njen maksimum na intervalu
[0, 3].

1 1

/x:_ //I:_i ()I:
f@)= oy 0= U@

2
(x+1)3
Kako je f®)(z) padajuéa i strogo pozitivna funkcija na intervalu [0,3], to se
njen maksimum postize u tocki 0, pa je M3(f) = f(3)(0) = 2. Lokalna ocjena
pogreske u tocki 2 je

2-0@2-1D(2-3)

1£2) - p(2)] < -

2
2| ==
3
Vidimo da je ova ocjena puno pesimisticnija od stvarne pogreske. A

Zadatak 6: Nadite interpolacijski polinom p stupnja 2 za funkciju
f(@) = n(1 + 2)

sa ¢vorovima interpolacije 0, 1 ¢ 3. Nadite uniformnu ocjenu pogreske interpo-
lacije i pravu uniformnu pogresku.

Rjesenje:  Koristimo rezultate proslog zadatka. Za ocjenu uniformne pogreske
nam treba w(0,1,3) 1 M3(In(1 4+ z)) = 2. Nadimo sada w(0, 1, 3),

0,1,3) = —1)(z—-3)| = 3 42?4 32| =
w( ) ;g[gg]mx )(z = 3)| zrg[%ig]Ix z” + 3a mrg[gféllw(x)I

Da bi nasli maksimum funkcije |w(z)| naéi éemo sve ekstreme funkcije w(x)
i onda usporediti apsolutne vrijednosti funkcije w u tim ekstremima. Strogo
govoredi trebalo bi jo§ provjeriti rubne tocke, ali u njima je ionako w jednaka 0.

W' (x) = 3% — 8z + 3,
rijesimo jednadzbu w'(z) = 0 i dobijemo rjesenja
rr =

(4 —V7) = 0.451416,

(4 + V7) = 2.21525.

Tro =

W= W

Kako je |w(z1)| = 0.63113], a |w(z2)| = 2.11261, zakljutujemo da je w(0,1,3) =
2.11261, pa je uniformna ocjena pogreske interpolacije

1 2.11261
MM3(111(1 +a2) = 0

max |f(z) —p(x)] < 3 = 0.704204.

z€[0,3] 3!
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Da nademo pravu uniformnu pogresku interpolacije trebamo naci

Jnax |f(2) —p(a)] = max |In(l +2) — p(a)

Sliéno kao i prije, treba nadi ekstreme funkeije In(1 + ) — p(z) koji padaju u
[0, 3]. Kako su rubovi intervala ujedno tocke interpolacije, vrijednosti greske u
njima nije potrebno provjeravati. Jer je

1
14

7 2In222 —5In2x+6—7In2

1
—(-grtghn?) = 6(1+ )

vidimo da su ekstremi nultocke brojnika. Nultocke i vrijednosti pogreske u
njima su prikazane dolje:

(In(1 +2) — p(z))’

1 | Z; | [In(1 4+ z) — p(z)|
11 0.39302 0.0314944
21 2.10698 0.0573484

pa vidimo da prava uniformna pogreska iznosi 0.0573484 i postize se u tocki
2.10698. I ovdje je ocjena puno pesimisticnija nego prava greska. A

Napomena: NajceSce postupak trazenja prave uniformne pogreske vodi na
komplicirane jednadzbe, teske za rjeSavanje, ali taj postupak nije neizvediv.

Zadatak 7: Odredite t € (0,1] takav da interpolacijski polinom za funkciju
f(z) = 2% — 62 +8,
s tockama interpolacije (0, f(0)) i (¢, f(t)) ima najmanju mogudu maksimalnu

pogresku na intervalu [0, 1].

Rjesenje: Ovaj zadatak je tipican predstavnik tzv. minimaks problema.
Matematicki zapis ovog problema bi bio slijede¢i: neka je t* tocka u kojoj se
trazeni minimum postize. Tada je

t* = minge(o,mat el f(r) — pe(z)],

gdje je p; polinom koji interpolira f u tockama 0 i ¢. Zadatak ¢emo rjesiti
tako da prvo nademo maksimalnu pogresku interpolacije polinomom p;, a onda
minimiziramo tu pogresku. Redom:

t—=x
t

x t2 — 6t
t “

pe(z) =8 +(t*—6t+8)= =8+ ;

pa je

t? — 6t
f(z)pt(z)x26x+8<8+ t6z>:c2t:c.

Ova funkcija ima lokalni ekstrem u ¢/2, a da nademo maksimalnu pogresku na
intervalu [0, 1], trebamo usporediti apsolutne vrijednosti pogreske u lokalnim
ekstremima i rubovima intervala. Kako je 0 tocka u kojoj interpoliramo, pre-
ostaje nam samo usporediti vrijednosti apsolutne pogreske u ekstremu (tj. u
t/2) i u tocki 1. Dakle,

max{|f(t/2) — pi(t/2)],|f(1) = p: ()]}

42
= —,1—t5.
max{4, }
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Ako nacrtamo funkcije t2/4 i 1 — ¢, lako vidimo da vrijedi
t2 L 1—t, zatel0,2v2-2),
max< —,1—t, =
4 e, zat € [2v/2 —2,1].
Tocku 2v/2 — 2 smo dobili kao ono rjesenje jednadzbe t?2/4 =1 —t koje pada u
interval [0, 1]. Kada ovo uvrstimo u pocetni problem dobijemo
t2
t* = min max{—,lt} =2V2 - 2.
t€[0,1] 4

A Zadatak 8: Zadane su vrijednosti funkcije f(x) = 1/x u cvorovima

1/n zan=1,...,4. Nadite vrijednosti svih interpolacijskih polinoma na bazi te
tablice u tocki x = 2/3 i ocijenite pogresku. Kada su stvarna greska i pogreska
najmanje?

Rjesenje: ~ Imamo tocke interpolacije 1/4, 1/3, 1/2 1 1. Kako 2/3 mora biti u
intervalu odredenom najve¢om i najmanjom to¢kom interpolacije, vidimo da su
kandidati polinomi

e p1, koji interpolira f u 1/21i 1,

e po, koji interpolira f u 1/31i 1,

e p3, koji interpolira f u 1/41i 1,

e py, koji interpolira f u 1/3,1/21i 1,

e ps, koji interpolira f u1/4,1/21i 1,

e pg, koji interpolira f u1/4,1/31i 1,

e p7, koji interpolira f u 1/4,1/3,1/21i 1.

Prva tri polinoma su prvog stupnja pa ¢e nam za ocjenu pogreske trebati Ma(f)

na odgovarajuéem intervalu, iduca tri su drugog stupnja pa nam treba M;z(f),
a za posljednji polinom nam treba My(f). Kako je

F@l= 5 @ =2 O = o O] =

x x x5’

vidimo da se maksimum derivacije na bilo kojem od spomenutih intervala postize
u lijevom kraju (funkcije su monotono padajuée).

Nadimo ocjene za odgovarajuée interpolacijske polinome:

e Za py je interval [1/2,1] pa je Ma(f) = 16 iz cega slijedi

(1/22/3)(12/3)‘ L d

F(2/3) — pu(2/3)] < '

2 9
e Za ps je interval [1/3,1] pa je Ma(f) = 54 iz cega slijedi
I e e

2
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e Za ps je interval [1/4,1] pa je Ma(f) = 128 iz cega slijedi

1£(2/3) = ps(2/3)] < }(1/42/3)(12/3)} 80

2128 = —.
2 8 9

e Za py je interval [1/3,1] pa je Ms(f) = 486 iz cega slijedi

(1/3 —2/3)(1/2 — 2/3)(1 — 2/3)‘ s 3
6 2

1F(2/3) — pa(2/3)] < ‘

e Za ps i ps je interval [1/4,1] pa je M3(f) = 1536 iz cega slijedi

1£(2/3) — ps(2/3)| < ‘ (1/4 - 2/3)(1/26— 2/3)(1 - 2/3)‘ ng6— 12_670 1
1£(2/3) — pe(2/3)] < ‘ (1/4 - 2/3)(1/36— 2/3)(1 — 2/3)‘ ns6— 32_270

e Za p7 je interval [1/4,1] pa je My(f) = 24576 iz cega slijedi

(1/4—-2/3)(1/3-2/3)(1/2 - 2/3)(1 — 2/3)
24

2560
81 °

F(2/3)-pa(2/3)] < \ ‘.24576 _

Najmanju ocjenu pogreske ima p;. Za naéi stvarnu pogresku trebali bi naci sve
te interpolacijske polinome $to je jedan silno dosadan posao, pa ¢emo naéi samo
interpolacijske polinome p1, p4 i p7, jer njih mozemo izvuéi sve iz jedne tablice
podijeljenih razlika.

Flo 1 2 3

T

/4 (4
~12

1/3 |3 24
—6 —24

1/2 |2 6
-2

1 1

Iz tablice oc¢itavamo (odozdo):

. p;(z) =1-2(x—1), paje stvarna greska |f(2/3)—p1(2/3)| = |3/2-5/3| =
1/6

o pa(x) =1—2(x —1)+6(z — 1)(x — 1/2), pa je stvarna greska |f(2/3) —
pa(2/3)| = [3/2 - 4/3|=1/6

o pr(x)=1-2(x—1)+6(x—1)(x—1/2) —24(x — 1)(z — 1/2)(z — 1/3), pa
je stvarna greska |f(2/3) — p7(2/3)] =13/2 — 16/9| = 5/18

Radi potpunosti navedimo da su ostale stvarne pogreske

o [f(2/3) —pa2(2/3)[ = 13/2-2[=1/2
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o 1£(2/3)— ps(2/3)| = 13/2-7/3] = 5/6
o 1£(2/3) - ps(2/3)] = 3/2 — 11/9] = 5/18
o 17(2/3) — po(2/3)| = 13/2 - 2/3| = 5/6

Najbolju ocjenu ima polinom p;, a najmanju stvarnu pogresku imaju p; i po.

Primjetite da u ovom slu¢aju pove¢avanjem broja ¢vorova interpolacije nismo
dobili smanjivanje pogreske. Naravno, ovo ne mora biti pravilo, ali predstavlja
jedno upozorenje. A

2.5 Ekvidistantni ¢vorovi

Nas ponekad zanima da li niz interpolacijskih polinoma konvergira prema funkciji
f koju interpoliramo, kada povecavamo broj ¢vorova interpolacije. Ocjene in-
terpolacije su najcesée problemati¢ne za izvesti jer problem predstavlja

w(xo,1y...,xy) = max (& —xg) - (T — xp)].
TE[T0,...,Tn]
Za neke specijalne rasporede ¢vorova x; broj w(xg, x1, ..., x,) se da jednostavno
ocijeniti ili izracunati. Jedan od tih specijalnih rasporeda je ekvidistantna mreza.

Ekvidistantna mreza predstavlja mrezu (raspored ¢vorova) kod koje su uza-
stopni ¢vorovi jednako udaljeni. Koliko god se ovaj primjer ¢inio specijalnim,
treba znati da se u praksi relativno cesto pojavljuje: npr. mjerenja se izvode
u jednakim vremenskim intervalima i na osnovu tih podataka treba predvidjeti
pona8anje mjerne veli¢cine u buduénosti i slicno. Ekvidistantna mreza s n + 1
¢vorova o, . . ., T, se definira sa
ITn — X0

r; = xo + ih, h =
n

Zadatak 9: Ako su c¢vorovi interpolacije ekvidistatni, tj. x;41 —x; = h, i =
0,...,n—1, onda vrijedi

w(Tg, ..., Tn) = mer{r;?); | |(x — o) - (x — @) | < nIR"TL

za svaki x € [z, ..., Tp)]

Rjesenje: Ako je © = x;, za neki i € {0,...,n}, onda je tvrdnja zadatka
trivijalno ispunjena. Pretpostavimo dakle da je © # ;. Jer je @ € [z, ..., Zy],
postoji i takav da je x € (z;—1,...,x;). Tada je

v —zi_1| < h |z — x| < h
| — x| < 2h |z — zip1] < 2h
| — x| < ih |z —zp| < (n—i+1)h

pa imamo

|(x — o) (x — )| <R ii—1---1-1-2---(n—i+1),
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a kako vrijedida je 2 < i+1,3<i+2,...,n—i+1<mn (jerjei>1)
zakljucujemo da vrijedi

w(zo, ..., o) < R" Tl
A

Iz zadatka slijedi uniformna ocjena pogreske interpolacijskog polinoma stup-
nja n na ekvidistantoj mrezi s korakom h:

hn+1

max | f(z) = p(z)] < My f.

z€[T0,Tn] n+1

Sada mozemo rijesiti zadatke u kojima trazimo odgovore na pitanja tipa:
nadite n takav da polinom p stupnja n interpolira funkciju f na ekvidistantnoj
mrezi tako da pogreska ne prelazi ¢.

Zadatak 10: Zadana je funkcija

o+
f(x)*(g_x)g

na intervalu [1,2]. Funkciju f interpoliramo polinomima p, s n + 1 cvorom
na ekvidistantnoj mrezi. DokaZite da niz polinoma p, uniformno konvergira
funkciji f, kada n teZi u oo. Nadite najmangi takav n da pogreska ne prelazi
1072 na cijelom intervalu.

Rjesenje:  Rastavimo funkciju f na parcijalne razlomke i dobijemo

Kako je

(3193) :<3jz>2’

(nt1) 1 (n+2) 1 (n+1)
n —4 _
/ (z) (3 — ac) (3 — x>

Indukcijom se pokaze da je

1 (n)i n!
3—x (83— g)ntl’

imamo da je

pa je
1 n+2)! n—+1)! n+1)!
P ) = gt - S = s G nsa)
pa je |
P @) = —(3(7712)1,3;3 (54 4n+ ) < (n+ DT+ 4n),
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jer | £+ (z)| postize maksimum u tocki z = 2. Koristeé¢i formulu za ocjenu
pogreske u slucaju uniformne mreze dobijamo da je

hntl (n—1)! (4n+7)
— < DT+ 4n) =
zer[ggf;:n]If(x) pr(@)l < 7 (0 DUT + 4n) o
Kako je
(n-1!(4n+7) 1 2 n-1 4n+7<§
nn T non n n  ~n

jerje2/n <1, ..,(n—1)/n<1i(4n+7)/n <5 (za dovoljno veliki n), dobijemo
5
max |f(z) —pn(x)]| <= =0
zE€[x0,Tn] n
kada n tezi u co. Drugi dio zadatka ¢emo dobiti tako da rijesimo nejednadzbu

(n—1! (4n+7)

<1072
nm -

i to najprimitivnijom metodom, metodom uvrstavanja. Kona¢no, za n = 9
dobijemo da je ocjena pogreska manja od 1072,

(n—1)! (4n+7)

n
nn

5 0.20736

6 0.0797325

7 0.0305995

8 0.0117159

9 0.00447514

2.6 Cebisevljevi polinomi
Cebisevljevi polinomi odredeni su formulom:
T, (x) = cos(narccosz), n=0,1,...
Za njih vrijedi rekurzivna formula
Thi1(z) = 22T, (z) — Tpor(z),n=1,2,...,

uz pocetne uvjete To(x) =11 Th(z) = «.

Nekoliko prvih Cebigevljevih polinoma:

To(x) = 1,

Ti(z) = =,

To(z) = 22%—1,

Ty(x) = 4a® — 3,

Ty(z) = 8a*—8z% 41,
Ts(z) = 162° —202° 4 5z,
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Te(x) = 3225 —48z% 41822 —1,
Tr(z) = 64z —1122° + 562° — T,
Ty(r) = 1282° —2562° + 1602* — 3227 + 1,

Cebisevljev polinom T, je jedno rjesenje Cebisevljeve diferencijalne jed-
nadzbe
(1—a)y" —ay +n*y=0

Drugo partikularno rjesenje Cebisevljeve diferencijalne jednadzbe je funkcija
U, (z) = sin(n arccos z),

koju zovemo Cebisevljeva funkcija druge vrste. 1 za funkcije U, vrijedi ista
rekurzivna formula kao i za CebiSevljeve polinome, samo su pocetni uvjeti sada

Up(z) =01 Us(x) =vV1—2?
Nultocke Cebisevljevog polinoma T},, n > 1 dane su sa
2k + L)m

k=0,1,....,n—1.
2n b b ) n

Ty = COS

Oznacimo sa
Po={pePn:ip=a"+an 12" "+ - +ao}

skup svih polinoma stupnja n sa svojstvom da im je koeficijent uz najvisu po-
tenciju 1. Nadalje, definiramo maz-normu funkcije f na nekom intervalu [a, b],
u oznaci

11/ a0l
sa
7o = mavs @)
Tada vrijedi

Teorem 1 Za svaki polinom p € 75n vrijedi nejednakost
Ipll—1,0 > 27"

Jednakost vrijedi ako i samo ako je

1
P= 5 ln

Drugim rijecima, vrijedi

1 ~
||p||[_1,1] Z HWT’””[—LH za svep € Pn

Slican teorem vrijedi i za bilo koji drugi interval [a,b]. U tom slu¢aju pro-
matramo bijekciju I(z) : [a,b] — [—1, 1], definiranu sa

2
b—a

l(z) = (x—a)—1
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i njen inverz [~1(x) : [-1,1] — [a, ], definiran sa

Z71(I):b;ax+a—21—b.

Na intervalu [a, b] definiramo polinome T}, (x) = T}, o [(z). Lako se vidi da je
1T llfa,e) = Tnll-1,1)-

I za polinome fn vrijede ista svojstva kao i za T,.

Teorem 1 vazan nam je zbog ocjene pogreske interpolacijskog polinoma.
Naime, kako znamo, ocjena pogreske interpolacijskog polinoma p, koji inter-

polira funkciju f na intervalu [a, b], u ¢vorovima xy, . .., z, je dana sa
Mn-‘,—lf
£@) = pal@)] S () T2
iz ¢ega slijedi
MnJrlf
Hf‘W%HMblﬁHWHMmHGTIIﬁv
gdje su
wnp(x) = (x—z0) - (x—xp)i
My f = Hf(nJrl)H[:co,xn]'
Kako polinom w,, ima koeficijent 1 uz najvisu potenciju, zakljucujemo da ako
¢vorove g, ..., x, odaberemo da budu nultocke polinoma 7,1, da je u tom

sluéaju ||wp|(q,5) minimalna. Nultotke polinoma T}, Zj, ra¢unamo iz nultocaka
polinoma T;,, formulom

1 2 1
Tp == a—I—b—(a—b)cosM

E=0,...,n—1
2 2n :|7 ) 1

U slucaju da smo odabrali nulto¢ke polinoma fn-{-l za ¢vorove interpolacije

dobijemo
b—a n+1
lonllon =2 (*7°)

Zadatak 11: Za funkciju

1
1) = o5

na intervalu [—1,1] nadite interpolacijski polinom stupnja 2 na ekvidistatnoj i
Cebisevljevoj mrezi te uniformnu ocjenu greske.

Rjesenje:  Ekvidistantna mreza sastoji se od ¢vorova —1,0 i 1. Tablica podi-
jeljenih razlika dana je sa

o 1 2
T
—1 [1/26
25,26
0 1 —25/26
—25/26
1 1/26
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pa je interpolacijski polinom dan sa

125 25 2%
pa(x) = %+2—6(x+1)7%z(x+1)7172—6x .
Na Cebigevljevoj mrezi ¢vorovi su dani kao nultocke polinoma T3 (x) = cos(3 arccos x),
a to su

2i+1
zizcos%, 1=0,1,2.

pa je

xo = cos(m/6) = ?, x1 =cos(37/6) =0, x9 = cos(bm/6) = f§.

Tablica podijeljenih razlika dana je sa

i 0 1 2
Ti
V32 | 4/79
_ 150
0 ) 79V/3 100
150 &
79v/3
—\/32 | 4/79
pa je interpolacijski polinom dan sa
) A 10 VB M0 VB 100
9 793 2 79 2/ T9

Zelimo naéi ocjenu pogreske, za to nam je potreban maksimum |f®)(z)| na
[-1,1]. Kako je

, _ 50z
fiz) = (1+ 2522)2°
50(1 — 7522
" . R S
@ = ~Gimap
2523 — ¢
" = —15000 —————
@) (1+ 2522)%
15000
) = m(3125x4 — 25027 + 1),

treba nadi rjesenje jednadzbe
31252* — 25027 4+ 1 = 0 < 3125u® — 250u + 1 = 0.
i dobijemo

2 —9
_ 5tV 0.075777, ug = 525 _ ) 104929

“ 125 125

pa su nultocke cetvrte derivacije u tockama

210 = +0.275 1 @34 = +0.06498.
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Da bi nasli maksimum | f® (x)| na [—1, 1] pogledat ¢emo vrijednosti od | f*)(z)]
u tockama ekstrema i u rubovima, a kako je f® () neparna funkcija, dovoljno
je pogledati samo za pozitivne tocke, pa dobijamo:

|f@ (@) = 52.62, | (as)] =583.57, [fP)(1)] =0.787.

Dakle,
max |F®)(z)| = 583.57.

ze[—1,1
Primjetimo da bi u ovom slu¢aju ocjena maksimuma bila jako neefikasna.

Konacno, za uniformnu ocjenu greske trebamo naci

Da(z —1)|.
zé?f“fflﬂ(“ Jz(z —1)]

Promatramo polinom s(z) = 2® — z. On svoje ekstreme postize u tockama

il/\/§ i po apsolutnoj vrijednosti oni iznose 2\/§/9, je uniformna ocjena greske
u ekvidistantnom slu¢aju dana sa

- 583.57 = 37.436.

max|f(2) - pa(a)] < 2202

ze[—1,1] 6

Za interpolacijski polinom na Cebisevljevoj mrezi, vrijedi da je

max_(z + V32)x(z — V32) = ia

z€[—1,1]
pa je uniformna ocjena pogreske dana sa

1/4
max | f(z) —ro(x)| < 14 583.57 = 24.315.
ze[—1,1] 6

Napomenimo samo da prava maksimalna pogreska u slu¢aju ekvidistantne mreze
iznosi 0.646229, a u slucaju Cebisevljeve mreze 0.6005977. A

2.7 Po dijelovima linearna interpolacija

Interpolacija polinomom, nazalost, ne moze ispuniti jedan od osnovnih ciljeva
aproksimacije: ¢ > 0 nadi interpolacijski polinom stupnja n takav da je mak-
simalna pogreska interpolacije manja od e. Stoga smo prisiljeni pribjegavati
drugim metodama. Jedna od najjednostavnijih takvih metoda, ali ne zato
manje efikasna, je po dijelovima linearna interpolacija ili interpolacija linearnim
splineom.

Definirajmo prvo $to je to linearni spline. Neka je na intervalu [a, b] zadana
mreza
a=x9g< 21 <...<xp =0

Linearni spline [ na mrezi (zo,...,z,) je ona funkcija ¢ija je restrikcija na in-
tervalu [x;_1, z;] linearni polinom. Restrikciju funkeije | na [x;_1, z;] zvat éemo
l;.
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Ideja po dijelovima linearne interpolacije da odredimo ¢vorove interpolacije

x;, a nakon toga na svakom podintervalu [x;_1, ;] nademo linearni interpo-

lacijski polinom, koji interpolira trazene podatke u ¢vorovima x;_; i ;. Stoga
je

T —Ti—1

li(x) = ——— f(@:) +

Ti — Ti—1 Tj — Ti—1

Tr; — &

f(%‘q)-

Pogreska ove interpolacije u nekoj tocki x je oc¢ito jednaka pogresci interpolacije
linearnim polinomom, pa su nam rezultati ve¢ otprije poznati. Vrijedi slijede¢i
teorem:

Teorem 2 Neka je zadana funkcija f i interval [a,b]. Neka je na intervalu
[a,b] zadana mreza a = o < x1 < ... < T, = b i neka je | linearni spline (po
dijelovima linearna interpolacija) za funkciju f u évorovima x;. Tada vrijedi

e ako je f € C?*([a,b]) tada je

max |f(z) — (z)] < ~AZM,
z€[a,b] 8

e ako je f € C'([a,b]) tada je

max | f(z) — 1(z)] < SAM,f,
z€[a,b] 2

o ako je f € ([a,b]) tada je

[f(z)—l(z)] < max ]{If(f)*f(%')lvIf(é)*f(ﬂfi—l)l}, Tio1 < ¥ < T,

E€lwin,x;
pri cemu je
o A= max;c(1,...n} Ti — Ti—1,

o Mif - maksimum apsolutne vrijednosti f' na [a,b),

o Msf - maksimum apsolutne vrijednosti f" na [a,b].

Zadatak 12:  Aproksimiramo funkciju f(x) = Inz na intervalu [1,100] po
dijelovima linearnom interpolacijom. Fiksiramo traZenu toénost € = 10~* koju
zahtijevamo na cijelom intervalu. Nadite broj ¢vorova potreban da se postigne
traZena tocnost uz

1. ekvidistantnu mrezu s korakom h na cijelom intervalu [1,100],

2. podjelu intervala na tri dijela [1,2], [2,7], [7,100], i svaki od ta tri intervala
podijelimo na ekvidistantnu mrezu s koracima hy,hs, hs, respektivno,

3. izracunajte vrijednost aproksimacije i pogreske v tocki x = €2 za obje
mreze.
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Rjesenje:  Kako je f(z) = Inx, f'(x) = 1/x, f"(x) = —1/2?%, zakljuéujemo
da funkcija |f”(x)| = 1/2? na intervalu [a,b], a > 0 postize svoj maksimum
u lijevom kraju. Koristeéi ocjenu pogreske iz Teorema 2, dobijamo da je na
intervalu [1,100], uz ekvidistantnu mrezu s korakom h, pogreska interpolacije
manja ili jednaka h?/8 (jer je Maf = 1) pa je traZeni h rjeSenje nejednadzbe
h2

5 < 107 = h < 1072V/8 = 0.02828427.
Kako je h = (b — a)/n imamo da je
b—a 99

h 0.02828427

Dakle, u prvom sluc¢aju je broj ¢vorova 3502.

n = =3500,17 = n = 3501, h =0.028277634.

U drugom slu¢aju mora na svakom intervalu vrijediti da je pogreska manja
od 10~*. Na prvom intervalu ([1,2]) je Maf = 1 pa mora biti

h? <8-107* = h < 0.02828427,
no kako je hy = (2 — 1)/ny, imamo da je
ny > 1/hqy = 35.35 = ny =36, hy = 0.02777.
Na drugom intervalu ([2,7]) je Maf = 1/4 pa mora biti
h2 < 321074 = hy < 0.056568542,
no kako je hg = (7 — 2)/ng, imamo da je
ng > 5/he = 88.38 = ng =89, hg =0.056179.
Konaéno, na tre¢em intervalu ([7,100]) je Msf = 1/49 pa je
h% < 392-107* = h3 < 0.197989,
a kako je hs = (100 — 7)/ng, imamo da je
ng > 93/hg = 469.72 = ng = 470, he = 0.19787.

U ovom slucaju ukupan broj ¢vorova je ni 4+ ns + n3 + 1 = 596. A

2.8 VisSestruki ¢vorovi

Posebno zanimljiv slucaj interpolacije nastaje kada trebamo interpolirati ne
samo vrijednost funkcije u tocki, nego i vrijednost derivacije (ili vise derivacija)
u toj tocki. Takvi problemi nastaju npr. u CAGD-u (Computer Aided Graphic
Design) kada zelimo napraviti krivulju kojoj Zelimo unaprijed odrediti tangentu
u nekim tockama.

Pri tome razlikujemo dva slu¢aja interpolacije:

1. interpolacija u slu¢aju kada su u nekoj tocki zadane sve derivacije redom,
pocevsi od nulte do posljednje , te
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2. interpolacija u sluc¢aju kada su u nekoj tocki zadane samo neke derivacije.

U prvom slucaju vrijedi teorem koji nam kaze da takva interpolacija postoji, dok
u drugom slu¢aju ta interpolacija ne treba uvijek postojati. Sada se baziramo
na prvi slucaj.
Teorem 3Neka su zadani évorovi xg < x1 < --+ < Ty, kratnosti n; > 1,
1=0,...,m, te brojevi yik), k=0,...,n;—1,9=0,...,m. Tada postoji to¢no
jedan polinom p stupnja n = —1+ > 7" ng, takav da je
k .

p(k)(xi) :y§ ), k=0,...,n; —1, i=0,...,m.
Nadalje, ako je x € [x0,2m] i f € C" (20, 2.), tada postoji & € (xo, z.m) takav
da vrijedi

(lL’ — l‘o)no . (gg — 1’1)("1) Ce (l‘ _ xm)nm
(n+1)!

fz) —pla) = FOr ().

Prethodni teorem nam je dao okvir koji kaze da interpolacijski polinom
postoji. Sada trebamo naéi prikladnu metodu. Jedna od mogué nosti je da
rjeSavamo odgovarajuéi sustav

p(k)(xi) :ygk), k=0,...,n; —1, 1=0,...,m,

gdje su nepoznanice koeficijenti polinoma p, ali to ¢emo iskoristiti kod drugog
slu¢aja interpolacije (naravno, nista nas ne sprijecava da to i sada napravimo).
Puno bolje bi bilo modificirati Newtonov algoritam za dobivanje interpolacijskog
polinoma. Pogledajmo sada slijededi sluc¢aj: zelimo na mrezi xg < x; aproksimi-
rati funkciju f i to tako da se na§ interpolacijski polinom poklapa sa f(xo),
f'(zo) 1 f(x1). Dakle, imamo slijede¢u situaciju: u x¢ aproksimiramo f(zg), u
xo aproksimiramo f’(xg) i u x; aproksimiramo f(x1). Vidimo da se xo ovdje
pojavljuje vise puta (od tuda naziv viSestruki évorovi). Postupak Newtonove
interpolacije bi nas sada vodio do tablice

i 0 1 2
£
To f(zo)
f[xO;I'O]
To f(zo) flzo, w0, 1]
f[anIl]
Ty f(z1)

U gornjoj tablici sve elemente znamo izra¢unati osim jednog f[zg, zg]. Naime,
prema definiciji je
f(xo) — f (o)

f[:L'Oa 1'0] -
o — 2o

a to je neodredeni izraz (0/0). Zato moramo biti lukaviji: vrijedi slijedece:

_ . flxo+h) — flxo)
Pl 20 = Jim Slao 2o 1) = iy LR

= f/(l'O);
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§to je upravo ono Sto nam treba. Na slican nacin se moze dokazati mnogo
opcenitiji rezultat:
£ (24)

flzo, ..., mo] = '

Zadatak 13: Konstruirajte interpolacijski polinom koji zadovoljava slijedece
uvjete:

wi | fx)  f() ()
1 2 3 -
2 6 7 8

Rjesenje:  Dobijemo slijede¢u tablicu podijeljenih razlika

k01234
T
1 2
3
1 2 1
4 2
2 6 3 -1
7 1
2 6 4
7
2 6

pa je interpolacijski polinom dan sa
p(x)=2+3x—1)+ (- 1) +2(z - 1)*(z - 2) — (z — 1)*(z — 2)°.
A

Interpolacija funkcije i njenih derivacija se ponekad jos naziva i Hermiteova
(ili Lagrenge-Sylvesterova) interpolacija.

Za drugi slucaj interpolacije ve¢ smo rekli da interpolacijska funkcija moze ali
i ne mora postojati. U ovom slucaju se ne smiju koristiti formule za Newtonovu
interpolaciju nego koeficijente interpolacijskog polinoma dobijemo rjesavanjem
sustava
p(k)(xi) :ygk), k=0,....,n;,—1, 1=0,...,m.
Zadatak 14: Konstruirajte, ako postoji, interpolacijski polinom za zadane vri-
jednosti funkcije f:

[ =4 f1(=1) = 17,
) f”(O) 47
[ =8 ) = 17

g

~—~
(=)

=
|
DO

Rjesenje:  Vidimo da u tocki 0 imamo zadanu vrijednost funkcije i njene druge
derivacije, ali nemamo zadanu vrijednost prve derivacije. Zbog toga ne mozemo
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iskoristi Newtonovu metodu, veé¢ trebamo rjesavati sustav linearnih jednadzbi.
Kako nam je zadano 6 uvjeta, interpolacijski polinom p je stupnja 5 i ima op¢i
oblik

p(z) = a + bx + ca® + da® + ex* + fa®.

Kako je

b+ 2cx + 3dz? + dex® + 5fa?,
p'(x) = 2c+6dx+ 12ex? +20f2°

’U\
=
[

iz uvjeta interpolacije slijedi sustav

a — b + ¢ — d + e - f = 4 f(=1)=4
b — 2¢ 4+ 3d — 4e + b5f = 17 (-1 =17
a = 2 F(0)=2
2 = 4 T 0)=4
a + b + ¢ + d + e + f = 8 f(1)=s8
b + 2 + 3d + 4de + 5f = 17 ) =17

Iz trece i cetvrte jednadzbe dobijamo da je a = 2 i ¢ = 2. Nadalje, ako zbrojimo
prvu i petu jednadzbu te od Seste jednadzbe oduzmemo drugu dobit ¢emo sustav

2a+20+26:12@ e = 2
4c + 8 = 0 e = 0

pa dobijemo da ovaj sustav nema rjesnja. Dakle, trazeni interpolacijski polinom
ne postoji. A

Da to ne mora biti uvijek tako, pokazuje idué¢i zadatak:

Zadatak 15: Konstruirajte interpolacijski polinom za zadane vrijednosti funkcije

f:

f(i]') = 20; f//(f]') = 108;
f(0) =0, f(0) = -6,
f) = 4 1) = 0.

Nadalje, aproksimirajte vrijednost funkcije f w tocki 0.5.

Rjesenje:  Sliéno kao u prethodnom zadatku, p je polinom stupnja 5 i vrijedi

p(z) = a+bx+cx?+da + ext + fad.
p'(r) = b+ 2cx+ 3de? + dex® +5fxt,
p’(x) = 2c+ 6dx+ 12e2”® +20f2°

Iz uvjeta interpolacije slijedi

a — b 4+ ¢ — d 4+ e — f = 20 f(=1)=20
2¢c — 6d + 12¢ — 20f = 108 f’(-=1) =108
a -~ 0 7(0) =0
b = 6 7 fr0)=4
a + b + ¢ + d + e + f = 4 f(1)=4
2¢c + 6d + 12¢ + 20f = O f"(1)=0
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Iz trece i cetvrte jednadzbe slijedi da je a = 0 i b = —6. Nadalje, ako zbrojimo
prvu i petu te drugu i Sestu jednadzbu dobit éemo sustav

20 + 2¢ + 2 = 24 c + e = 12

de + 2de 108 < ¢ + o6e 27

pa dobijemo da je e = 3 i ¢ = 9. S druge strane, ako od pete jednadzbe
oduzmemo prvu i od Seste oduzmemo drugu, dobit ¢emo sustav

26 + 2d + 2f = -16 - d + f = =2
12d + 40f = -108 3d + 10f = =27
¢ija su rjesenja f = —3 1 d = 1, pa je trazeni interpolacijski polinom dan sa

p(z) = —6x + 927 + 2® + 32 — 32°.
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3 Numericka integracija

3.1 Osnovni pojmovi

Osnovni problem numericke integracije se sastoji u tome da izracunamo odredeni

integral
b
/ f(z)dx
a

Ideja je da integral funkcije f zamijenimo integralom neke aproksimacije funkcije
f koji se lako moze izrac¢unati. Ta aproksimacije je najcesce polinomna, ali moze
biti i nekim drugim funkcijama.

Mi éemo se bazirati na slu¢aj polinomne aproksimacije i pri tome razlikujemo
tri nacina integracije:

e Newton-Cotesove formule

e Gaussove formule

e razne izvedene formule.

3.2 Newton-Cotesove formule

Ideja kod Newton-Cotesovih formula je da umjesto integracije funkcije f inte-
griramo polinomnu interpolaciju funkcije f u ekvidistantnim tockama. Neka

trebamo izracunati .
/ f(z)dez.
a

Neka je p; linearni polinom koji interpolira funkciju f u tockama a i b. Ako
integral funkcije f zamijenimo integralom interpolacijskog polinoma p; dobijemo
trapeznu formulu:

b b b—a
/ f(z)dx %/ p1(z)dx = 5 (f(a)—l—f(b)) =:Ir
a a
Ukoliko funkciju f na intervalu [a, b] interpoliramo polinomom stupnja 2 na ek-

vidistantnoj mrezi s ¢vorovima a, (a+b)/2 1 b, dobit éemo Simpsonovu formulu.
Preciznije, neka je po taj interpolacijski polinom tada je

/ab f(z)de ~ /abp2($)dx =2 g - (f(a) +4f (a —2i_ b) * f(b)> e

Sada nas zanima kolika je pogreska ovih metoda. Imamo slijedece rezultate:

e za trapeznu formulu vrijedi

N3
—Rp< 8=

b
/a flx)dz — Ip 5
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e za Simpsonovu formulu vrijedi

(b—a)p

dv = Is|: 180

=Rg < ——M,f.

Naravno, mi ovaj postupak mozemo ponavljati i dalje (traziti interpolaciju poli-
nomom veéeg stupnja), ali se pokaze da to nije isplativo. Puno vise se isplati
iskoristiti svojstvo integrala da je

/:f(x)dx - /acf(x)dx—i—/cbf(x)dx

i pocetni interval [a,b] podijeliti na vise manjih, jednako Sirokih intervala na
koji ¢emo primjeniti ili trapeznu ili Simpsonovu formulu. Ta ideja nas vodi do
produljenih formula.

U slucaju da na svaki interval primjenjujemo trapeznu formulu imamo pro-
duljenu trapeznu formulu. Pretpostavimo da smo interval [a,b] podijelili na
n jednako Sirokih podintervala [x;_1,2;], ¢ = 1,...,n, tockama z; = a + ih,
h = (b — a)/n. Tada produljena trapezna formula glasi

/f ( +22fo + f( ))::IPT.

Ocjena pogreske produljene trapezne formule dana je sa

(b—a)h?

= Rppr <
T < 2

dr — IPT M2f

S druge strane, ako na svaki interval primjenimo Simpsonovu formulu tada
imamo produljenu Simpsonovu formulu. Opet pretpostavimo da smo podijelili
interval [a, b], ali ovog puta na m dijelova. Da bi primjenili Simpsonovu formulu
trebamo unutar svakog intervala staviti i jednu to¢ku u poloviste pa tako dolaz-
imo da ukupno n = 2m intervala. Dakle, mi primjenjujemo Simpsonovu formulu
na intervalima [z2;_2, 2], = 1,...m. Tocke z; su definirane sa z; = a +ih, a
h = (b—a)/n (pazi n, a ne m!). Produljena Simpsonova formula glasi tada

b
/af(x)dx%§< o +4Zf Toi—1 +2fo21 Jrf(fl”n)) =:Ipg.

=1

Ocjena pogreske produljene Simpsonove formule dana je sa

b
/ f(I)dI — IPS

Zasto su nam ove ocjene pogreske vazne? Pretpostavimo da trebamo izracunati
integral neke funkcije f na intervalu [a,b] s unaprijed zadanom to¢nosti e.
Pitanje je na koliko intervala trebamo podijeliti [a,b]. Nekakvo ocjenjivanje
“odoka” moze voditi ili netotnom ra¢unu (ako smo napravili premalu podjelu)
ili presporom racunu (ako smo napravili preveliku podjelu). Stoga mi iz ocjena

(b—a)h*

M,f.
180 +f

= Rps <
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pogreske odredujemo broj intervala podjele. Vrijedi slijedece: ako je R ocjena
pogreske neke metode integracije tada je uvjet da prava pogreska interpolacije
bude manja od ¢ zadovoljen ako vrijedi da je ocjena pogreske F manja od e.
Konkretno, za produljenu trapeznu formulu vrijedi

(b—a)h?

Rpp <
PT =""19

M2fa

pa ako je

b—a)h?
(RTILI

sigurno je i Rpr manji od . Kako je h = (b—a)/n,
(b—a)?

b—a)d b—a)
(12n2) Mgfgﬁﬁ( 125) M2f§n2én2 1725M2f (5)

Za produljenu Simpsonovu formulu vrijedi
(b —a)h*
180

Rps < Myf,

pa ako je
(b—a)h*
180
sigurno je i Rps manja od . Kako je h = (b — a)/n,

(b—a)® (b—a)® af (b—a)®
18004 180e 180: 4t (6)

s time da trebamo obratiti paznju na to da n mora biti paran, pa mozemo uzeti
prvi parni cijeli broj koji zadovoljava nejednakost.

M4f S g,

Myf <n'=n>

M4f§€§

Primjer 1: Izracunajte vrijednost integrala

b
I:/ dx
o 1+=x

produljenom trapeznom formulom uz h = 0.1, ocijenite pogresku i nadite pravu

gresku. Takoder, nadite najmangi n takav da pogreska integracije ne prelazi
1074

Rjesenje:  Identificiramo parametere formule: a =0, b =1, h = 0.1, n = 10,
f(x) =1/(1 + x). Za racunanje vrijednosti integrala napravimo tablicu

0 0.0 1.00000
1 0.1 0.90909
2 0.2 0.83333
3 03 0.76923
4 04 0.71429
5 0.5 0.66667
6 0.6 0.62500
7 0.7 0.58824
8 0.8 0.55556
9 09 0.52632
10 1.0 0.50000
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i dobijemo
0.1
Ipr = == [ £(@o) +2(Fl@1) + flaz) + -+ f(wa) ) + f(@10)] = 0.69377
Za ocjenu pogreske trebamo M, f. Kako je

2

f”(x) = m,

padajuéa i pozitivna funkcija, dobijemo da je Maf = |f”(0)| = 2 pa za gresku
integracije vrijedi

1-0.12
12

_ 2
@%Mﬁ:

Rpr < -2 =0.0016666.

Kako je

bode 1
/ =In(l+z)| =In2=0.69315,
o 1+=2 0

vidimo da je prava pogreska
Rpr =0.69315 — 0.69377| = 0.00062.

Broj intervala potreban da bi pogreska bila manja od 10~* dobijemo uvrsta-
vanjem potrebnih podataka u (5):

13
> —.2—4082
"=\ 12101 ’

pa je najmanji broj intervala potreban za trazenu tocnost 41. A

Primjer 2: Izracunajte vrijednost integrala

|
I:/ dx
o 1+=z

produljenom Simpsonovom formulom uz h = 0.1, ocijenite pogresku i nadite
pravu gresku. Takoder, nadite najmangi n takav da pogreska integracije ne
prelazi 1074,

Rjesenje: Koristimo podatke iz prethodnog primjera: a =0, b= 1, h = 0.1,
n =10, f(z) = 1/(1 + x). Tablicu sa vrijednostima funkcije smo veé napravili,
pa je

Tos = [ o) +4(f(en) + flzs) + Fas) + flar) + f )
+2<f(fv2) + f(za) + f(x6) + f($8)) + f(xm)} =0.69315
Sto predstavlja In2 na pet decimala. Inace prava greska iznosi Rpg = 3.0505 -

10~6. Nadalje,
24

F(x) = Atap
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je pozitivna padajuca funkcija pa je Myf = f(4)(0) = 24. Ocjena pogreske je
dana sa
(b—a)h* 1-0.1%

Mif =
R0 Ml =g
Broj ¢vorova n potreban da se postigne trazena to¢nost € dobijemo iz formule

(??):
> 1/ P 24 = 6.042
"=V o0 T T

Kako n treba biti paran, najmanji broj ¢vorova za koji nam se garantira to¢nost
1074 je 8. A

Rps < .24 = 1.33333- 1075,

Zadatak 1: Nadite broj ¢vorova n potreban da bi izracunali integral

/2 ging
dxr
O x

s toénoséu € = 0.0005, ako koristimo

a) produljenu trapeznu formulu,

b) produljenu Simpsonovu formulu.

Rjesenje:  Koristiti ¢emo formule za broj ¢vorova koje su nam od prije poz-
nate. Vidimo da su u njima jedine nepoznanice Msf i Myf, maksimumi druge,
odnosno Getvrte derivacije funkcije f. Odredimo sada My f. Kako je (za izvod
se moze koristiti Leibnitzova formulal)

sinx cosx sinx

f//(x) = . -2 2 +2 3
. 1 1 Ccos T

= smac(———i——3>—2 5

r x T

= %[sinx(ﬁ — 1) — 2xcosx},

tada vrijedi (nejednakost trokuta ...)

1
Il (x)] = ‘F [sinm(az2 -1) - QIL'COS:L'}

1, . ,
< z—,(|smx| 2 = 1)+ |22] - |Cosac|>

1. ,
= —3(smac St = 1]+ 2z - cosx)

T

1
S (1-16m/2)2 = 1]+ 2 (m/2) cos(n/4)
= 7.6141
Sada je trazeni n
(m/4)
>\ ————— - 7.6141 = 24.795.

"= \/12-0.0005

Znaci, najmanji n je 25.
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Za nalazenje broja ¢vorova kod Simpsonove formule treba nam M, f. Kako
je (izvedi!)
sin x cosT sinx cosT sinx

) = 4 —12 24 24
F@) T + 2 3 4 +

. 1 12 24 4 24
= sina(3 -5+ 55) reose(5 - 5)
1

= o [sinx(x4 — 1222 + 24) + cosac(4ac3 — 2430)}

x5

3.3 Gaussova integracija

Promatramo slijede¢i problem: naéi integracijsku formulu takvu da je
b n
[ wl@)i @iz =3 wnf (i0) + Bal)
a ]=1

U gornjoj formuli brojeve w; ,, zovemo tezine, x; ,, su ¢vorovi integracije, a Ry, (f)
je greska integracije. Funkcija w(x) se naziva tezinska funkcija. Naravno da mi
ovo mozemo racunati primjenom Newton-Cotesovih integracijskih formula, ali
pitanje je da li se moze bolje i ako moze kako.

Utvrdimo prvo neke pojmove: tezinska funkcija w(x) zadovoljava:

1. w(z) >0,z € a,b], i

2. w je integrabilna na intervalu [a, b].

Cvorove integracije i tezine ¢emo odrediti tako da budu egzaktni na polinomima
§to je moguce veceg stupnja.

Primjer 3: Neka je zadan interval I = [—1,1] te neka je zadana teZinska
funkcija w(z) = 1. Trazimo formulu slijedeéeg oblika:

1
/ f(@)dz = w: f(z1) + wa f(22) + Ra(f).
-1
Vrijednosti teZina i ¢vorova integracije biramo tako da formula bude egzaktna

na polinomima Sto je mogudce viseg stupnja.

Rjesenje:  Uzimamo redom test funkcije fi(z) = 1, fa(z) = z, f3(z) = 22 i
fa(x) = 23 uvrstavamo ih u integracijsku formulu i zahtijevamo da gregka bude
0. Dobije se slijedece sustav:

1
-1
1

/ac-dac = 0=w; 71 +w2 %2

-1
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1
2
/x2-dac = gzwl-x%—i—wg-x%
—1

1
/ 22 - dx Ozwl-x?—i—wg-xg
-1
Problem s gornjim sustavom je §to je on nelinearan, ali se ipak moze rjeSiti. 1z
druge jednadzbe slijedi w21 = —wexs. Kada to uvrstimo u ¢etvrtu jednadzbu
dobit ¢emo

—WoTox? + warh = 0 = woxe(x3 — x2) = 0.
Pokaze se da ni wy ni 9 ne mogu biti 0 (uvrsti i uvjeri se), pa je ¥? = 3.
Sada ponovo slijedi da mora biti 1 = —x3 jer u suprotnom bi imali da su w;
i wo razli¢itog predznaka a to nije dozvoljeno. Kako je 1 = —z2 dobijemo da
jew; =wy =11ix; = —1/v3 iz =1/v3. Dakle, nasa integracijska formula
glasi:

[{ﬂmM:fFU¢$+ﬂU¢$+Rﬂﬁ

U opc¢em slucaju, da trazimo formulu oblika

[ f@do = S wf(an) + alh),
-1 k=1

trebali bi rjesiti nelinearni sustav od 2n jednadzbi s 2n nepoznanica oblika

U}I'j+wxj+ +U}£L'j { 07 j:1,3,...,2n71,
1 2Ty ‘e nTy, = 2 . s
! J+10 ‘770,2,...,271 2’
za j=0,...,2n — 1. A

Ostaje nam pitanje kako odrediti pogresku, na koje nismo odgovorili, te
pitanje kako rijesiti sustav koji za iole veéi n (n=3,4,...) moze predstavljati
ozbiljan problem. Stoga je najpametnije prethodni pristup napustiti i odabrati
drugi pristup, preko ortogonalnih polinoma.

Na skupu realnih integrabilnih funkcija na intervalu [a, b] uvedemo skalarni
produkt s tezinskom funkcijom w na slijedeéi nacin: neka su f i g dvije funkcije,
njihov skalarni produkt, < f, g >, definiran je sa

b
<ﬁg>:/qm@ﬂmmmm.

Lako se provjeri da je ovo stvarno skalarni produkt. Sada odredimo polinome

©n(z), n > 0, koji su medusobno ortogonalni obzirom na zadani skalarni pro-

dukt,
0, i # 7,
< @iy >= T
M {H%W>0,zm
U tu svrhu koristimo Gramm-Schmidtov postupak ortogonalizacije, kojeg lagano
mozemo opisati na slijedeéi nacin:

e Neka je zadan skup S = {1,z,...,2"}. Skup S ¢ini bazu u prostoru

polinom stupnja manjeg ili jednakog n. Cilj nam je da taj skup ortogo-
naliziramo.
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e po(z)=1

¥y
.(pk Pk ’ k:17"'an'
Z H%H 5l

Neka je
on(x) = Apz™ + An_12" 1+ -+ ag,

i neka su njegove nultocke x1,...,x,. Za njih vrijedi

a<x <o << Ty < b
Primjetite da smo s A, oznacili vodeéi koeficijent polinoma ¢,,. Sada vrijedi
teorem:

Teorem 1 Za svaki n > 1 postoji jedinstvena integraciona formula

/ w(e) f@)de = 3wy f (25m) + Ru(f),

j=1

reda 2n — 1 (tj. toéna na polinomima stupnja 2n —1). Ako je f € C*™([a, b))
tada je

b
[ @ - ngf )+ el e,

za neki & € (a,b). Cworovi x; su nultocke polinoma on(x), dok su teZine w;
dane sa )
An el

, k=1,...,n.
An—1 pn-1(xk) - ) (k)

WE =

Zadatak 2: Gramm-Schmidtovim postupkom ortogonalizacije nadite ortogo-
nalne polinome na (—1,1) sa teZinskom funkcijom w(x) = V1 — z2. Nadalje,
odredite teZine i cvorove u integracijskoj (kvadraturnoj) formuli Gaussovog tipa.

Rjesenje:  Trazimo parametre slijedeée formule:

/71 V1 —a2%de = wy f(z1) + wa f (x2) + Ra(f).

Iz prethodnog teorema vidimo da trebamo odrediti ortogonalne polinome do
stupnja 2, pa ih odredimo.

1

T

po@) =1, [pof? = / Vi—@ e =]
-1

Nadalje,
v1(z) = Jc—<ac,ﬂ o
len = ol
= - 2/ V1—22-2-1dx
llpoll
= x’
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jer je funkcija v/1 — 22 - x neparna, a integral neparne funkcije po simetri¢nom
intervalu je 0. Primjetimo jos da je

1 .
2 1 3.2 | z=sint
lenll® = [1 L=a%-a7de = [ dz = costdt }

w/2
= / cost - sin®t - cost dt
—m/2

B /”/2 1 —cos(2t) 1+cos 2t) /”/2 < — cos (2t)> gt
B —m/2 2

T/2 02 /2 1 _
_ / sin”(2t) dtz/ 1 cos(4t) it

—m/2 4 —7/2
1 /2 1 /2

= —/ dt — —/ cos(4t) dt
8 —m/2 8 —7/2

= 7/8.

Nadimo jos i 2 (z).

wo(z) = 22— <a?, Fo_ o PO x? 2
lloll = llpoll [l ll ||901||
= 2/ V1—a2.-2% 1ldx — 2/ V1—a2.2?
H<P0|| el
_ o2 LT
/2 8
1
— 2 _ -
= -7
Kada smo odredili ortogonalne polinome mozemo naci ¢vorove: to su nultocke
od pa(x) i u nasem slucaju iznose 1 = —1/2, 9 = 1/2. Za nadi tezine nam

trebaju Az i Ay (koeficijenti uz najveéu potenciju polinoma @9 i 1), koji su
oboje jednaki 1, te |12 = 7/8, p1(x) = x i ph(x) = 2z, pa je

1 n/8 o7
WE=7 zp -2z, 1627
Imamo redom:
B m T
b 16(-1/2)2 4
B T o
b 16(1/2)2 4

Pogreska je dana sa

2

Kako je ||¢2]|? = 7/32 (provijeriti za zadaé¢u!) imamo da je
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Zadatak 3: Istim postupkom kao u prethodnom zadatku, nadite tocke i ¢vorove
kao u primjeru. Dakle, tezinska funkcija w(x) = 1, interval je [—1,1]

Za neke tezinske funkcije i odgovarajue intervale su poznati ortogonalni
polinomi i oni imaju svoje ime, sto se vidi u slijedecoj tablici:

Ime | Tezinska funkcija | Interval
Legendreovi w(z) =1 [—1,1]
Cebisevljevi | w(z) = ﬁ [—1,1]
Laguerrovi w(z) =e " [0,00)

Tezine i nultocke odgovarajuéih ortogonalnih polinoma su unaprijed tabelirane
i njih onda mozemo koristiti. Najcesce se koriste Legendrovi polinomi zbog jed-
nostavnosti svoje tezinske funkcije i tada govorimo o Gauss-Legendrovoj inte-
gracijskoj formuli itd. Spomenimo jos da se za Gauss-Legendrovu integracijsku
formulu zna i ocjena pogreske. Ona glasi:

2 ()t e
2n+1)[2n)!12  (2n)!

R (f) =

Sto da se radi ukoliko Zelimo primjeniti neku Gaussovu formulu a nismo na
pravom intervalu? Jednostavno se pomoéu supstitucije s intervala [a,b] prebacite
na interval na pravi interval. Slijede¢i zadatak ¢e to pojasniti:

Zadatak 4: Opisite postupak racunangja integrala

/abf(:c)d:c

koristenjem Gauss-Legendrove integracijske formule.

Rjesenje: Neka je
b—a ‘4 a+b
2 2
bijekcija koja preslikava [—1,1] na [a, b]. Tada vrijedi slijedece

b z = g(t)
/a f@yde =1 g, :gg’(t)dt: bt '

- b*“/“f@a»a

szf +—R (f )

Opcenito je

b—a b—a_leal?

5 R.(fog) = 5 W(fog)%(f)

" 2 b—a 2n+1 o
72;2!,'1,) (T) f( )(9(5))7
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§to u slucaju Gauss-Legendrove integracijske formule prelazi u

(b - a)2n+1M2nfa

b—a 92n+1 (1 b a2t .
g fnlfed) = (2n+1)[(2))]3( 2 ) Fe(g(€)
B m(b — )P e (g(9))
(n))?!
[

gdje je My, f maksimum |f3")(z)| za x € [a, b]. A

Koriste¢i prethodni zadatak mozemo izvesti i produljenu formulu za Gauss-
Legendrovu integraciju te ocjenu pogreske. Primjetite da ovo ne mozete naprav-
iti sa svim Gaussovim integracijskim formulama (kritiéna je tezinska funkcija

Zadatak 5: Izvedite produljenu formulu za Gauss-Legendrovu integracijsku
formulu.

Rjesenje:  Trazimo integral funkcije f na intervalu [a,b]. Interval [a, b] podije-

limo na k jednakih dijelova [z;—1, z;], x; = a+i-h, h = (b—a)/k, i na svakom od

njih integriramo f koriste¢i integracijsku formulu. Neka smo definirali funkcije
Ti — Ti—1 ri1+x; _h Ti1+®;

(6 = " L I
gi(t) 2 T 5 Pt T3 !

Vrijedi
[ s - ij 9(t3)) + SRL(P)

pa je

b k 4
/f(f)df = Z/ f(x)dx
k n
DD IHCAED DET ALY

i=1j=1 i=1

Specijalno, za Gauss-Legendrovu formulu imamo

k h k
ZE - th%ﬂf 2n) (¢,
i=1 i=1
_ (n))* s o
= @ 2
(n))* :
arnayE - M)
gdje smo iskoristili da je h -k = b — a. N
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3.4 Metoda neodredenih koeficijenata

Pretpostavimo da za neku funkciju na intervalu [a, b] imamo zadano f(a), f(b)
i f’(a). Nas cilj je naéi integracijsku formulu koja ée koristiti te tri vrijednosti
i biti $to toc¢nija. Koristimo ponovo istu ideju kao kod Gaussovih formula:
na8a integracijska formula mora biti to¢na na polinomima $to je moguce viseg
stupnja. Dakle, neka je

b
/ f(@)dz = wy - f(a) +ws - F(b) +ws - ['(a) + R(S),

gdje je Ra(f) pogreska, a wy, wa i w3 su koeficijenti koje treba odrediti. Kako
imamo tri nepoznata koeficijenta, trebamo trebamo postaviti barem tri jed-
nadzbe, odnosno nasa formula mora biti toéna barem na polinomima stupnja

2. Neka su nage test-funkcije 1, z i 2. imamo redom:

b
/1~d:c = b—a=w;-1+wy-1
a
b 2 2
b
/x-dac = ——a—:wla—l—wgb—i—wg
a 2 2
b b3
/IQ-dI = 3@33=w1-a2+w2-b2+w3-2a
a

Uvedemo li oznaku h = b — a, tada gornji sustav mozemo zapisati kao
w1 +ws = h

h
awy + bwy + w3 = §(b+a)

h
b2 + ab+ a?)

a’wy + b2wy + 2aws = g(

pomnozim prvu jednadzbu sa —a i —a? i dodam drugoj odnosno treé¢oj i dobijem

w1 +we = h
h h?
hwe +ws = §(b+a)—ah=?
h o 2 2 h o 2
h(b+ a)ws + 2aws = 5(6 +ab+a”)—a h=§(b + ab — 2a%)

Pomnozim drugu jednadzbu s —1/h i —(b+ a) i dodoam prvoj odnosno trecoj :

w flw _h
TR T2
h2
hwy tws = -
h h? h h3
—hws = g(b2+ab72a2)77(b+a):*E(b2*2ab+a2):73
pa je
h2
w3y = F



| =

3
2k
wp = ?
Dakle, nasa formula ima oblik
h2
[ e = ber@ s 10y + 5w + 0

Ostaje nam naéi pogresku Ry(f) ili je barem ocijeniti. Prisjetimo se Newton-
Leibnitzove formule:

/f dz = F(b) — F(a),

pri ¢emu je F'(z) = f(x). Promatramo gresku t;j.

h h?
= [ e~ Los@+ son + B
i lijevu stranu razvijemo u Taylorov red oko tocke a. Pri tome koristimo F’(z) =
f(x), F"(x) = f'(x) itd. Nadalje,
h3 ht

FO) = Fla)+ ) + )+ )+ B roe)

2 3 4
Fla) + hf(a) + 5 (a) + 1 "(a) + 5 ()

2 3
FO) = o)+ hfa) + 5 (@) + ),

Kada sve to uvrstimo u izraz za gresku, dobijemo

h2 h3 h4
Raf) = (Fla)+ i@+ 5@+ @)+ 0"6) - Fl@
2h h? h h2 h3
@ - 5@ -5 (f@+ 1@+ @+ )
h4 " h4 i
= 51/ (51)*1—8f (&2)
pa je
h4 hi " " 7
Ral)] = |60 - )| < ey @ < gy,

Na slican na¢in mozemo napraviti razne integracijske formule. Takoder,
mozemo izvesti i produljene formule na nacin analogan onome kod izvodenja
produljene trapezne ili produljene Simpsonove formule.

Zadatak 6: Odredite integracijsku formulu oblika

[ 1@e = wis@)+ waf )+ wa (50 + RO,

Nadite izraz za ocjenu pogreske i pomocu te integracijske formule izracunagte

integral
/ 2Inzxdz.
1
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